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Recently, nonlinear dynamic behavior for ground is being studied actively. In case of using 
nonlinear problem, Finite element method (FEM) is known as effective and flexible method. However, 
this method can’t simulate infinite ground model. Because it is area type analysis method of digitizing 
ground. Therefore, we need to make a virtual boundary on a proper position. We call this processing 
boundary processing. Generally, a viscous boundary is used for this processing. However, the complete 
boundary making cannot be realized. In this paper, I suggest boundary processing using the CIP method 
as complete processing. The CIP method is highly precise liberation of the advection equation. The CIP 
method is used in various fields, but, as for the example used in the field of ground, it is rare. This study 
does the suggestion of the way of analysis of the wave-propagation of the ground model in various 
dimensions using the CIP method and the boundary processing by the CIP method. 
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１． はじめに 
近年，地盤の非線形な動的挙動が活発に研究されてい
る．[1]非線形問題を扱う場合，有限要素法が有効かつ柔
軟な手法であることはよく知られている．有限要素法に
て無限あるいは反無限モデルを離散化するためには開境
界処理を必要とする．境界処理法として，境界にダッシ
ュポットを設ける粘性境界が代表的であるが完全な波動
透過は実現されていない．そこで，本研究は CIP 法
(Constrained Interpolation Profile Scheme)を用いた新しい
境界処理法の確立を目指す．CIP 法は移流方程式を解く
高次精度差分法の 1 つであり，数値拡散が少なく，無反
射境界条件を満足する解法である．しかし，有限要素法
とは異なる分野で用いられているため，如何にして有限
要素法と CIP 法を組み合わせるかが焦点となる．本研究
はよりシンプルで効率的な開境界モデルを目指す．狭領
域で入反射波を同時に再現できる境界モデルを提案でき
れば地盤と建物の解析効率に有益をもたらせる．[2][3] 
 本論文は CIP 法による弾性体波動伝播解析がどの程度
の精度を持つか，2 次元半無限地盤モデルを例に挙げ検
証した後，解析解との比較を行い，解析結果に対してよ
り数値的に歩み寄ることを目的としている． 
２． 弾性体の移流方程式とその CIP 解法 
弾性体の移流方程式は波動方程式から導くことができる． 
（１）弾性体の波動方程式 
次のように n(=1,2,3)次元弾性体の振動方程式は表せら
れる． 
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ここで，変位を u ，応力を  ，ひずみを  ，偏微
分演算子をマトリクス表記したものを [ ]，密度を  ，
時間をT ，ヤング率 E とポアソン比 v からなる応力ひず
みマトリクスを D[ ]  とする． 
式(1)を式(2)で展開したものが波動方程式(3)となる． 
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（２）弾性体の移流方程式 
 式(3)は 0[ ]を任意のゼロマトリクス，[ ]I を任意の単
位マトリクスとおくと，まとめて次のように表せる． 
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簡易に表すと， 
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ここで， 
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を用いて式(5)を書き換えると， 
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ここで， 
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つまり， 
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このまま移流方程式を解くことは困難であるため，
 sA の対角化を行い独立した移流方程式を導く．した
がって次の固有値問題を解く． 
 
    , , ,s sA F F s x y z        (10) 
 
上式より得られる固有値 s を対角にならべたマトリ
クス [ ]s と，固有ベクトルを並べた固有マトリクス [ ]s
を用いると次式が成立する． 
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以上を利用して，    s s sF f とすると， 
 
   [ ] , , ,s s sf f s x y z
t s
 
  
 
    (12) 
 
という独立した移流方程式を導くことができる． 
（３）移流方程式の CIP 解法 
CIP 法とは，矢部らによって考案された高次精度差分
法の 1 つであり，数値拡散が少ない高精度な移流方程式
解法である．[4][5]  
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という移流方程式を考えた場合移流関数 f が x 空間を
速度 u で伝播していることを表す．この式を CIP 法で解
くことは次式を用いることとなる． n  ステップ時にお
ける求める i 点とその隣接点 iup 点の移流値 f とその空
間微分値 g の情報から t 秒後の 1n ステップでの移
流値と空間微分値を導くことができる． 
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ここで， u t    である．また， s を節点間距離と
すると， 0u  のとき , 1D s iup i    ， 0u  のとき
, 1D s iup i    である． 
（４）分離解法 
分離解法は，多くの分野において使用される多次元解
法であり，多次元の計算を 1 次元問題に落とし込むこと
で，容易に解くことが可能な手法である．移流方程式か
らわかる通り，弾性地盤問題はこの手法との相性が良く，
容易に式を導くことができる点から，本研究では方向分
離解法を用いて多次元解法に臨む． 
分離解法は M 型 CIP と C 型 CIP の 2 種類に計算法に
分けられる． 
a）M 型 CIP 
方向分離解法を用いて，2 次元 CIP 法を解くとする． 
STEP1：
* *,CIP CIPn nf f g g   
時刻nにおいて，まず x方向の移流から始めたとする．
移流値
nf とその x方向微分値
ng がCIP法によって中間
値となる値が求まる． 
STEP2：
* 1 * 1,CIP CIPn nf f h h    
中間値から y 方向の移流を行い次ステップの移流値
1nf  とその y 方向微分値 1nh  が得られる．しかし
STEP2 で必要な
*h は STEP1 で求めていないため，何ら
かの方法で求めなければならない． 
この移流方向と垂直方向の微分値をもとめる手段とし
て 2 つの手法がありその 1 つが，M 型 CIP と呼ばれる手
法である．これは 1 次線形補間で中間微分値を求める手
法で， 
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を用いて計算される．ここで y は，
y


である．この式
は中央差分で解いたことと同じである． 
b）C 型 CIP 
もう 1 つの手法が C 型 CIP である．一次線形補間で値
を導いた M 型にたいして，C 型は CIP 法を用いて値を導
いてくるのである．つまり，更に 2 階空間微分値も記憶
することによって，微分値を CIP 法で求めているのであ
る． 
M型とC型を比較すると精度はもちろんC型が優位だ
が，記憶する情報が増える点が短所である． 
（５）T マトリクス 
 s 方向に移流したのち，r 方向に移流するために s 方向
移流方程式を r 方向移流方程式に変換する必要がある．
そこで用いるものが T マトリクスである． 
T マトリクスは以下の式で得られる． 
 
 
1
rs r sT  

          (19) 
 
また,T マトリクスには以下のような性質がある.関係
性を示すために 1 次元も仮定して示す． 
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移流値の変換は 
 
   r rs sf T f            (22) 
 
で計算される． 
３． FEM-CIP 結合解法による開境界処理 
FEM 時刻歴解析では，微小な時間 t 後の時刻 t t に
おける状態を推定し，順次解を導く．FEM-CIP 結合解法
はその点に着目した手法である． 簡単に述べると t t
時の境界面の応力状態を示し，開境界を実現させる．そ
して，この境界力を導く手立てとして，CIP 法を使用す
る． 
過去からこの FEM-CIP 結合解法に着手し，1 次元問題
では満足な結果がえられていたが，2 次元問題では，多
次元 CIP 解法に満足な結果が得られていなかったため着
手できずにいた．本論文は今までの CIP 法多次元解析を
応用し，2 次元問題に望む． 
（１）計算手順 
1 次元問題で説明する． x 軸上で y 方向変位がせん断
波として伝播する問題を扱う．なお，FEM モデルへ進行
する波には I : Incoming wave（入射波）を，逸散する波に
は O : Outgoing wave（後退波）の下添え字をつけて区別
する．また，FEM と CIP の各諸量にはそれぞれ fem と cip 
の上添え字をつけて区別する．手順は Fig.6 以下となる． 
 
 
 
 
 
 
Fig.6  Analytical diagram 
 
0-1．入射 CIP 端部節点3における入射移流 
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(
0Iu ：入射速度波形データ， 0 0 /I I su u C   ） 
の全時刻データの作成 
0-2．入射 CIP 全節点 1,2,3i  における 
入射移流量の初期化： (0) 0Iif   
0-3．逸散 CIP 全節点 1,2,3i  における 
逸散移流量の初期化： (0) 0Oif   
0-4．FEM 全節点 1, 2, ,i N の初期条件の設定：
(0) (0) 0fem femi iu u   
0-5． 0t  とする 
1．①：時刻 t t  の入射 CIP 節点番号 2 へ 
入射移流量
2 ( )If t t  を設定 
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4．④’：FEM 境界節点 N における 
応力の算定：
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5．②：FEM 時刻歴解析： 
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6．③：時刻 t t  の逸散 CIP 全節点 1,2,3i  の 
移流量 ( )Oif t t  を算定 
 
   
   
1
2
1
2
cip cip
Oi Oi
Oi
s
fem fem
Oi Oi
s
u t t t t
f t t
C G
u t t t t
C G


     
     
 
     
   
 
 
ここで， 
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7． t t t  として 1．に戻る 
 
（２）2 次元 FEM-CIP 結合解法モデル 
2 次元問題を取り扱う場合にも，1 次元時同様の手法を
使うことができる．モデルは以下のような形(Fig.7)を想
定できるだろう． 
 
 
 
Fig.7 Open boundary models of 2 dimensional FEM 
 (infinite space(a) and half one(b))  
 
しかし CIP メッシュの特性上一度にこのような CIP グ
リッドの解析を行うことができない．そのため，グリッ
ドをいくつかの CIP メッシュに分割する必要がある． 
分割方法を説明する． 
a）Open Boundary Side scheme (OBS) 
境界面に与える外力（以下，境界力）を一組の CIP グ
リッドで計算する手法である．入射用グリッドには入射
波形を記憶し，逸散波用グリッドには FEM データを受
渡し，FEM 領域外のグリッドには FEM データを外挿し
ている．計算効率は良いものの，メモリの浪費が気にな
る所である． 
b）Open Boundary Cell scheme (OBC) 
t 秒間での移流で，境界点に影響を与える情報量は限
られると考えた．それが，境界点ごとに 4×3 の CIP グリ
ッドを用いて，境界力を計算する手法である．境界点の
数，計算が行われるため，手数は多くなるものの FEM 使
用メモリを除き，4×3 メッシュだけのメモリで計算が可
能であり，大きなモデルを対象とした場合メモリの節約
に期待できる．基本的な計算過程は OBS と同じである． 
（３）2 次元弾性体 P・SV 波伝播解析 
以上を踏まえて，2 次元弾性体 P・SV 波伝播解析を行う．
使うモデルは Fig.7(b)に相当する半無限モデルで，物性値
等諸量は以下(Table 2)である． 
 
Table 1 Ground Characteristic 
S 波速度 150 /sc m s  
P 波速度 281 /pc m s  
密度 31500 /kg m   
せん断弾性係数 2sG C   
時間間隔 0.001425sect   
Step 数 521 step 
 
 この 18×17 節点の半無限地盤モデルへ 0°  及び
30°  で SV 波が速度として入射する 2 次元 P・SV 波
伝播について，OBC を使って解析を行う．入力データは
sin波 1波と sin波の連続波の 2種類を用いて解析を行う． 
 
４． 解析結果 
 ここでは sin波 1波を 0°  及び 30°  で入力して行
った面内解析結果を SV 波のみに注目して行った面外描
画結果(Fig.8) (Fig.9)として掲載する．解析解との比較に
ついては，sin 波の連続波を 0 ~ 30°  で入力した解析
結果から，地表面の 1 点に注目し，x 方向と y 方向それ
ぞれの時刻歴変位を取り出し比較を行っている．[6] 
（１）描画結果 
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Free Surface 
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Fig.8 half space model subjected to SV wave with 
 0-degree of angle analysis by OBC 
  
  
 
  
 
  
 
  
 
  
 
  
Fig.9 half space model subjected to SV wave with 
            30-degree of angle analysis by OBC 
 
（２）解析解比較 
 
  
(a) 
 
  
(b) 
Fig.10 analysis result compared with theoretical 
solution, y-direction (a) and x-direction (b) 
 
（３）考察 
本解析は面内問題においても CIP 法が境界処理法とし
て有用性をもつことが確認できた点において大きな収穫
であったといえる．昨年度の研究において問題となった
鉛直入射の際に現れる波形の乱れは，OBC 及び OBS 両
手法を再検討し精度を高めることで除去することにも成
功した．しかし，鉛直入射の描画結果において 140step
以降に顕著にみられる地表面で反射する際に生まれるコ
ブはまだ取り除けていない．今後より精度の高い研究を
行う上でこのコブの発生が大きな鍵になると考えられる． 
140step 160step 
180step 200step 
220step 240step 
180step 200step 
220step 240step 
140step 160step 
20step 40step 
60step 80step 
100step 120step 
 解析解との比較についてのグラフ(Fig.10)は，地盤モデ
ルのメッシュの分割数に応じて解析解と比較した結果で
ある．縦軸は反射振幅比，横軸は入射角度を表しており，
メッシュを細かくするほど波形の乱れが収まり，解析解
の値に近づいていくことが分かる．x 方向反射振幅比グ
ラフである Fig.10.b では，10×9 メッシュの値が明らかに
解析解とは異なることが分かる．14×13 メッシュは値だ
けなら解析解に近づいたように見えるが，波形の乱れが
ありグラフの傾向が読みづらい点で 18×17 メッシュの精
度には劣ると考えられる．y 方向反射振幅比グラフであ
る Fig.10.a を見ると，一見メッシュ分割数で精度の差が
無いように見えるが， 0°  のときの値が最も 0 に近い
グラフは 18×17 メッシュのグラフであることが分かる．
以上のことからメッシュの分割数を更に上げていくこと
で，より解析解の値と傾向に近づき精度の高い結果を出
すことができると考えられる． 
 
５． 結論 
 本研究の結論は以下とする． 
・開境界処理手法である OBC 及び OBS の再検討を行う
ことで昨年度研究において見られた波形の乱れを除去す
ることができた． 
・解析解との比較において，メッシュを細かくしていく
ことで解析解により近づいていくことが確認できた． 
・2 次元面内問題においても CIP 法の有用性を確認する
ことができた． 
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